: » J
S - \ . ¢ . ‘. o~ HOS
ry TR ! - < 2t / Al " 5‘ oA H

. M é.I‘l ' Scii h\inb elg.é‘

3

De Remsta de la Umdn Matematwa A'rgentma,r
vol XH, pé.gs. 238-996 Buenos A"J'.‘res, il947

BUENOS A'IARES
1@47 :




LAS FUNCIONES DE GREEN DE LA ECUACION
DE KLEIN-GORDON

por
MARIO SCHONBERG
Departamento de Fisica, San Pablo’ (Brasil)

(Recibido el 1 de noviembre de 1946)

ABSTRACT: The Green functions of the Klein-Gordon equation and other fune-
tions related to the Green functions, like the fundamental-solution defined
according to Hadamard’s general method and the Riesz method of integra-
that which correspond to the meson mass are discussed, and the consi-
dered as Green functions for complex integration. ’

The solutions which describe the meson field with frecuencies below
that which correspond to the meson massare discussed, and the consi-
deration of these solutions allow to describe satisfactorily the tramsition
from a general meson field to a static one. This tramsition presents some
new features in the case when the rest mass of the field quanta is not zero.

Finally, the behaviour of the Green functions of the retarded and advan-
ced fields in relation to the-value of the variable in regard to the light
cone is discussed.

1. — Introduccidn.
En la mecanica cuantica relativista, la relacion entre la
energia y el impulso de una particula libre .
=
E2 =c? (p2 + m2 c?), (1)
donde

>
p =trivector de impulso

m =masa en reposo de la particula, (2)

E =energia de la particula i
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se expresa mediante la ecuacion de Klein-Gordon
(O %) »=0. (3)
‘[ es el D'Alembertiano

_i 02 i 1_ 02
= 02 0 ary grac —

X

—  (1=0,1,2,3); 4
el )3 (4)

¥ una componente del tensor de onda o del espinor, y

i 27:177; i _ (5)
h _ .

La ecuacion de Klein-Gordon es similar a la asi llamada
«ecuacion de las ondas amortiguadas »

(@) =0, - (6)

que fué analizada por muchos mateméticos (ver Hadamard (1),
Com';agltaHilbert(‘—’)). Los resultados de la teoria de la ecuacion
(6), pueden ser aplicados a la ecuacién de Klein-Gordon, supo-
niendo imaginaria ‘la constante” de amortiguamiento k. La ecua-
cén de Klein-Gordon fué también investigada directamente por
Bhabha (%), Stiickelberg (4) y Schrodinger (5). Muchas de las pro-
piedades de la ecuacién de Klein-Gordon, estdn contenidas im-
plicitamente en las numerosas investigaciones referentes a la ecua-
ci6n de Dirac para particulas libres. Asi, por ejemplo, puede
ser ‘obtenida inmediatamente una funcién de Green para la ecua-
cion de Klein-Gordon, del espinor de Green de las ecuaciones
de Dirac, dadas por Schénberg ().

Bhabha (%) dedujo las funciones de Green para las solucio-
nes refardada y avanzada de la ecuacién inhomogénea de Klein-
Gordon. La funcion de Green obtenida por Schénberg (6) corres-
ponde a las soluciones semi-retardada semi-avanzada de la ecua-
cion de Klein-Gordon. 'Veremos que es posible deducir las
funciones de Green dadas por Bhabha, de la funcién de Green
dada por Schonberg.

En este trabajo examinaremos las funciones de Green de la
ecuacion de Klein-Gordon, correspondientes a varias clases de
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soluciones; y otros tipos de funciones que estan relacionadas
con las funciones de Green, tales como la solucién fundamental
definida de acuerdo al método general de Hadamard y la fun-
ci6n que aparece en el método de integracion de Riesz (7). Se
examinan las relaciones entre las funciones de Green y las dife-
rentes funciones mencionadas, y se demuesira que algunas de
ellas pueden ser consideradas como funciones de Green en el
domimio de la integracién compleja. X

Se discuten las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon
que describen el campo mesénico creado por densidades de nu-
cleones que vibran con frecuencias inferiores a la que correspon-
de a la masa del mes6n. Estas soluciones ya fueron consideradas

por Schrédinger (°), pero la comparacion que hace de las fuer-

zas nucleares y las. fuerzas de Coulomb, no esti completamente
justificada y no conduce a una interpretacion satisfactoria de
aquellas soluciones. Las vibraciones de una distribucion nucled-
nica, con frecuencias menores que la correspondiente a la masa en
reposo del mesén, son muy interesantes porque estdn relacio-
nadas con la teorfa de los tisobaros de los nucleones. Lla-
mamos a estas frecuencia, frecuencias isobaricas y a las vi-
braciones correspondientes, vibraciones isobéricas. La conidera-
cion de las vibraciones isobaricas nos permite describir satisfacto-
riamente la transicion de un campo mesoénico general a uno esta-
tico; esta transicién presenta algunos aspectos nuevos en el caso
en el cual la masa en reposo del cuanto-de campo no es cero.

Cuando se considera la ecuacion de Klein-Gordon referida
a un campo de ondas de electrones, es conveniente examinar la
parte que desempefian las ondas de energia positiva y negativa.
Este punto de vista conduce a la consideracion de dos funciones
que indicaremos con D) y D). Estas funciones estin rela-
cionadas con la bien conocida funcion D, que es tan importan-
te en la teoria de las reglas de conmutacion relativistas; y estd
también estrechamente relacionada con la funcion de Green de la
ecuacién de Klein-Gordon. Por combinacion lineal de las fun-
ciones D) y D), obtenemos ofra funcién Dj, bien conocida,
que estd relacionada con la solucion fundamental de la ecuacion
de Klein-Gordon V. Tanto V como D, pueden ser usados para
deducir las soluciones avanzadas y retardadas de la ecuacion de
Klein-Gordon; basta tratar el tiempo como una variable com-
pleja. Demostraremos que es posible obtener estas formas de
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la solucion partiendo de la ecuacién diferencial de derivadas par-
ciales eliptica
3 02
2

=0 ()1/'”2

— ) b=—A4mp. (7)

La consideracién de las ondas con energia positiva y nega-
tiva es también importante en la teoria del campo mesénico: Pau-
1i (%) extendi6 el método de Dirac de la cuantizacion del campo
con fotones negativos, a los campos mesonicos. Schonberg (9) de-
mostr6 que los fotones con energia negativa que fueran introdu-
cidos por Dirac, pueden ser obtenidos sin ningin método espe-
cial de cuantizacion, teniendo presente que el campo de radiacion
de un sistema’ de particulas eléctricas contiene ondas retar-
dadas y avanzadas, que dan origen a fotones positivos y nega-
tivos, respectivamente. Las mismas consideraciones pueden ser
extendidas al campo mesonico, como se demostrard en oftra
-parte. El andlisis de las funciones D) y D) indica inmediata-
mente que el campo de radiacion contiene ondas con energias
positiva y negativa.

Las relaciones entre las funciones de Green y los campos
creados por fuentes puntuales, se examinardn en la seccion 18;
se demuestra alli que es equivalente conocer la funciéon de Green
para un tipo dado de solucion o la solucion de este tipo creado
por una fuente puntual en moyimiento. En el caso de un éampo
estatico, no hay diferencia entre la funcion de Green y el campo
de una fuente puntual, pero esto no sigue siendo cierto en el caso
dindmico general. Es interesante hacer notar que las funciones
de Green dinimicas son funciones simbolicas, pero las soluciones
correspondientes a fuentes puntuales son funciones comunes.

Las funciones de Green de los campos retardados y avan-
zados G, (x,2") y G (x, a’), desaparecen cuando el punto de
universo (') estd fuera del cono de luz de (z); hay otras fun-
ciones de Green que no desaparecen en este caso. Hay también
una funcién de Green que desaparece cuando (') estid dentro
del cono de luz de (z); esta funcion de Green permite formar
soluciones que describen acciones con velocidad de propagacion
mayor que ¢. Llamaremos funciones de Green externas a las
funciones de Green que no desaparecen cuando (') esta fuera
del cono de luz de (z). Serén estudiadas en las secciones 21
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y 22. Es notable que las funciones de Green que desaparecen en
el interior del cono de luz, no son las mds simples.

En la definicién usual de la soluci6n fundamental, no es
necesario tratar por separado las ecuaciones diferenciales de deri-
vadas parciales eliptica e hiperbolica, de segundo orden. Sin em-
bargo es dudoso si esto es siempre conveniente. La funcién Dy
tiene todas las propiedades esenciales de la soluci6n fundamental
de Hadamard, y es una generalizacién mas adecuada de la so-
Juci6on fundamental de D’Alembert. Parece més satisfactorio to-
mar 7D, como la solucién fundamental de la ecuacion de Klein-
Gordon, en lugar de la funcion de Hadamard V(x,2). Tal vez
el tmico inconveniente de esta eleccion serfa la pérdida de la
relacién con la solucién fundamental de la ecuacion eliptica (7).

2. — Relacién entre las funciones de Green, de Bhabha y Schon-

berg.

Dirac (10) introdujo en la teorfa del positrén una funcion
D(z), definida por las condiciones

(O0+4x%) D(z)=0 (8)
D(z)=0 para x,=0 (9)
Gy D(z) = 2= d(x;) d(x,) 5(x;) para z,=0. (10)

0x

Se ve facilmente que

o0
‘ Sy -> k ->
D(z) :;l%‘;f exp. [1 (K. r)]s—(—}zl—k%@ﬂ d; K (11)
r=)z2+ 2,2+ 2,2
//-)
ey ]/ K2 12, , (12)

Dirac di6 también una expresion de D(z) en funcién de
funciones de Bessel
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1 @

D Mgl (19
=ty
& o (X V-&y2—1r?) x, >,r :
Blries)= 4 .0 P>X0>—T (14)
-%;Jo(xV3£5:TF5 ‘——r>>m§

Podemos obtener una expresion més «condensada» de F (7, 20),
usando la funcién discontinua sgn(u)

+1 u>0
sgn(u) =

—1 u<0
1 ’ PR UL U
F(r, 20) = [sgn (2ot7) - sgn (a5=r)]Jo (x Vai—r2).  (16)

Teniendo presente que

d -
= sgn(u) = 25(w) a)
Jo(0)=1
(18)
J6(0) =—J,(0)
obtenemos
_ O(my—r)—0(mp+1) sgn(@y—r)+sgn(z,tr)
ol 2r e 4V w2
Ty(x Vag—r). (19)

El método de Schénberg (¢) conduce a la funcién de Green

G(z, a') = sgn(zy—a'y) D(z—2'), (20)

(15)
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Tenemos
(O+x®) G(, &) =25 (2—2y) D(z—2") +

ity 1z} <
+ 45(zp—" ) 0z, D(z—a’). (21)

Teniendo i)resente la identidad
o/ (u—a) f(u) =¥ (u—a) . f(a) ~d(e—a) (@) (22)

que es valida para cualquier funcién continua f(u) con derivada
continua, obtenemos de (21)

(23)
(THHx2) G(=, o) :4“6@0\—:”’0).5(371—93'1) d (Ty—a'y) O(w5—2";).
Por lo tanto G(z, ") es una funcion de Green de la écua—

ci6n de Klein-Gordon.
De (13) y (16) resulta que

Gz, @) =d({at — ¥ {w, — 2/ }) —

— 0y (1Y (a2 (2~ ')

2-+sgn(we—a'o}— |r—r']) —sgn ({zo—a'oH- [r—"|) ) (24)
ay (at—a'¥)(z,—',) :

En el caso particular de masa en reposo nula del cuanta de
campo, ¥=0 y

G(w, o) =0 (fo,— oM}z, — v,}) = (2, 2). (25)

Como d(z,2’) es la funcién de Green para las soluciones
semi-retardada semi-avanzada de la ecuacion inhomogénea de
D’Alembert, vemos que G(z,a’) es la funcion de Green para las
soluciones semi-retardada semi-avanzada de la ecuacién inhomo-
génea de Klein-Gordon. Esto se ve también en la expresion de
G(z,z') derivada de (11)
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7 T sen ko |mo—ate| T 2

00}
Gl )= 4—12— [ exp [i (K.r—r")] —T d; K. - (26),

que muesfra la simetria de G(z,2’) con respecto al pasado y al
futuro. :

Las funciones de Green para las soluciones avanzada y re-
tardada son

Gei(z,0) = G(z, ) + D(z—a). (28)
G (2, 2) =G(z, @) — D(z—2'). (27)

Go(z, ') desaparece salvo que el punto de universo (x’)
esté dentro o sobre el cono del pasado de (z); G (z, ') desa-
parece salvo que (z’) esté dentro o sobre el cono del futuro de
(z). Obtenemos de las ecuaciones (19) y (24)

G, ) =[1+ g7 (2—2'o) o (s, /) —

> >
14+-sgn(wy—a’— |r—r'])

% J1 (Y (ah—ar z,— ). 29
. 2V(at—a' M) (m,—) (% ( ) W) (29)

G, ) =[1.—sgn (20—'0)] (o) —

> >
M 1—sgn(zi—a’ -+ [r—1’'|)

: w1V (et x;—m’ ! (30)
9 y (x“——a:’“)(xu~x’u) 1 ( ) ( I u))

Estas son las funciones de Green obtenidas por Bhabha.
~ Ge1 y Gy pueden ser expresadas como integrales

1 x L
Gl ey e (R 3]
sen ko |g—a'y | +sen ko(z4—2') d 1—5 (31)
'k ;
1 s
G, 2 T 42 ) *F [¢ (K .r—r)]



— 246 —

sen k| xg—a’y|—sen ky(zy—a'y)

Ay K (32

ky
3. — El campo de radiacion del meson.

De las definiciones de G,,. y G, resulta que
s !
G0, ) =5 (6o, @) + Gl )] (33)

D(z—a') =

bo | H

[G e (@, %) — G, &)]- (34)

Consideremos un campo mesonico pseudoescalar creado por
una distribuciéon nuclednica. El campo ¥ del meson estd deter-
minado por una ecuacién de la siguiente forma

(O +x2) b= 4mp, ‘ (35)

donde p estd definido por la distribucion nucleonica. Las canti-
dades by y Vi,

+:o
i) f Gle, o yo(e) dy (36)

| 2
bin@)= [ Da—2)p(x)die (87)

—n

son respectivamente analogos a los potenciales ligado e irradiado
introducidos por Leite Lopes y Schinberg (11) en la teoria del
electrén. Las llamaremos campos mesonicos ligado e irradiado.
b3, es una solucién de la ecuacién (35) y b;, una solucién de
la ecuacion homogénea de Klein-Gordon:

(O +x3) by =4np (38)
([:] ol )(2) Lbirr =0. ) ; (39)

Consideremos las integrales de Fourier que representan
sen ko |z, | 'y sen kg,
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)
k i dK
sen koj.zo[::o e_”‘°°‘°l __;\\ (40)
> J 0

—n

+7_>

senkomo_w/ eptils (ko—Ko) —d(ko+K,)] dK,. (41)

Introduciendo estas expresiones en las integrales que repre-
sentan G(z,2’) y D(x,a'), oblenemos

NI
G(r,a) = ~fmpﬂM@LJL . (42)

(43)

-+ {
o ]L' =) l]l. +[’
exp [— KK (xu_’ ‘T,u)] ( : XO) k ( : \0> d4 K.
Y0

Las expresiones bajo el signo integral én el miembro de-
recho de la ecuacidn (43) se anulan, salvo que

5 :
T = :g:]/ K24 y2. (44)
Pero esta es precisamente la condicién a que debe satisfacer

h L
K, para aisss ¢ K sea la energia de un mesén con impulo
7T

> 5

27[( (K es el trivector con componentes K1, K2, K3). .

Con ayuda de (42) y (43) podemos obtener las integrales
de Fourier para vy, y ¥,

~+n
1K

iy (2) = f exp [—i Kbz, ] p(K) —A (45)

) Ilo"'**I(()"'
46
;T Ol Ky )5 (kgt-K h
¢mm:%fmm4m Jo(i) -ttt g

0

-—00
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¢(K) es la transformada de Fourier de p(z)

-+

v F
o (K) =i / exp [t Kt ] o(z) . dy o (47)

—0

'Las ecuaciones (45) y (46) -muestran claramente las di-
ferencias esenciales entre los campos mesonicos ligado e irra-
diado; las frecuencias y los ntimeros de onda de las ondas pla-
nas que aparecen en el desarrollo de Fourier de ;. estan corre-
lacionados, mientras (que no existe una tal correlacién para las
frecuencias y los ntmeros de onda de las ondas del campo
ligado.

Resulta de (44) que

[Ko|=x: (48)

Por lo tanto:

«En el desarrollo de Fourier del campo de radiaci6n no
hay ondas con frecuencias isobéricas».

Llamaremos frecuencias isobéaricas aquellas que correspon-
den a energias con valor absoluto menor que la masa en reposo
del cuanto de campo

i J (49)
0—2-;|K01<mc~

IKol<x. (50)

4. — Andlisis de Fourier de las soluciones de la ecuacidn de
Klein-Gordon.

Consideremos las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon
de forma
ol

) (51)

en la cual u depende solamente de las coordenadas espaciales
Ty, Ty, ;. u es una solucion de la ecuacidn
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Au+ (K¢ —y?) u=0. / (52)

Si K, no corresponde a una frecuencia isobérica, la ecua-
ca6n (52) es la bien conocida ecuacion de oscilacién (Schwin-
gungsgleichung)

AU K2u=0. (K2=K2—y2). (53)

Cuando K, corresponde a una frecuencia isobarica, obtene-
mos, en ,lugar de (53), la ecuacion estatica de' Yukawa

Mi—K2u=0,. (K2=y2—Kz). (54)

Ahora podemos entender por qué las ondas con frecuen-
cias isobdricas no aparecen en la expresién del campo de radia-
cién: estas ondas estan relacionadas con el campo estatico y per-
tenecen al campo ligado, que es la generalizacion relativista del
campo estatico.

La ecuacion (53) admite las dos soluciones elementales

eikr T

= V, = (55)

r r

AV - K2V = 47 d(x;) d(,) d(s), (56)

que son ambas oscilatorias y tienden hacia cero en el infinito.
Por medio de Vy y V, formamos las funciones V() y V(=)

cos kr

1 f
() = == (T 4V)= — 57
] 2 (I 1 ..) r ( )
| 1 sen kr
ol ) e (58)

V() es también una solucién elemental de (53), es decir,

una solucién de (56); V() es finita en el origen. Necesitaremos .

a V() para formar G(xz,2) y V=) para formar D(z—a').
La solucién elemental “de (54) que corresponde a V; y V,
sON Wy y w,

—K7r K»
e

Wi W= (59)
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Aw + K2 w = — 47 d(x;) 5(,) d(2s). (60) -

w, tiende hacia cero en el infinito, pero w, diverge en el
infinito. Por esto es inutil considerar las funciones w() y w(=>

1 2
w) — -5 (101—}—102) (bl)

1 ;
w—) = E— (wl—wg), (62)

ya que ambas divergen en el infinito. Podemos pues obtener
una solucién elemental w; de (54), que tiende hacia cero en el
infinito, pero no una solucién similar a V(=) que estd Limitada
en el infinito. Esto es en esencia la razén matemdtica para ex-
cluir las frecuencias isobaricas del campo de radiacién, como
Veremaos.

Consideremos la ecuacién (35). Para obtener la solucion
retardada representemos p(z) por la integral de Fourier

o
= o
)= f o (a, Ko e " dK,, (63)

—0

y ¥, (z) por la integral de Fourier

-
)

y -> P
b, o(@) = / Do (@ Ko e d Ky, (64),

—D

o)

=%
La funcién ¢, (z,K,) es una solucion de la ecuacion

> ->
(A4K?) @0y (@, Ko) = — 4o (2, K) |Kolzx  (65)
K= K2 =y (65a)

o de la ecuacion

-> >
(A—K2) ¢,¢ (2, Ky) = — 4no(z, Ky); | Ko|< X (66)

K2=y2 — K. (662)
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Por razones obvias debemos usar la solucién elemental w;
para resolver (66), de manera que
+p
o
Prer(2, Ky) = / d(:L K )—*——d AR Gy S )

—0

= V(x—w) 7 : (68)

Para obtener la solucién retardada de (35) debemos usar
la solucién elemental V, para valores positivos de K, y Vs para
valores negativos

+
2= +ikr >
cp,.e,(x,Ko):/ o(a, Ko)e— dyz' { Ky=y (69a)
Feo i
=5 e—ikr -
Prei(, KO):/ o(2, K,) Wyl == (69b)

—

porque la solucién retardada estd formada por ondas emer-
gentes. :
En forma similar podemos obtener la solucién avanzada de
(85) considerando su integral de Fourier

o |
.-> .
G f a2, Ky) €= R, (70)

—0

)
—

La ¢,,(z,K,;) de una frecuencia isobarica es

——I\ o

(Pav(x Ky) = f"(‘” Ko)”__dsw | Ko|<x. (71)

~~ El mismo razonamiento que nos condujo a (67) y (69) nos
da ahora

PO S s <
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= +D —iK 7 ->
Pan(: Ko) = / d(m Ko)———dsa’ Ko=x (72a)
gt 1]
T — R R 1
oo, )= [ 0@ ) dsa' Ko=—y. (72b)

Se ve de (67) y (71) que las frecuencias isobéricas dan
la misma contribuciéon al campo retardado como al' avanzado,
ya que '

> > .
Pre:(: Ko) = 9@ Ko) | Ko< (73)

Esto es-una consecuencia de la necesidad de usar la solu-
cion elemental w; para obtener la contribucién de las frecuen-
cias isobéricas tanto en el campo avanzado como en el retar-
dado. Por ‘lo tanto tenemos

by j i (2, Koy o~ d K, (74)
_)

Pirn(®, Ko) =0 | Ko|<x (75a)

-> AR K >
Piny(, K o) =1 j o(m iy s R el (75b)

> £ Kr —>\

e A

P, K g) = — J cs(x I(O)—Sn—dga;’; Ky — %' 1(750)

o0

Para los potenciales ligados obtenemos
—{-—v)
2 + ST
bug(z) = J P, Ko) e~ H I (76)

—n

Pii (@, Ko) = @y (2. Ko) = 0@, Ko) [ Kol<x (T62)
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oo ™
T : K -> o ]
(PIU(.’L‘, I{O): j cj(q; I(O)&_(lg ' II(OEZX : (76b)

-—0

Schrédinger (°) observé que la divisién en dos partes del
campo del mesén creado por una distribucién nucleénica, una
de las cuales corresponderia a una masa en reposo nula del
cuanto de campo y la otra que se anula cuando y=0, no tiene
sentido fisico, porque no separa las acciones a corto alcance de
las de largo alcance. Una divisién tal se obtiene de las expre-
siones (29) y (30) de las funciones de Green para los campos
retardados, y de la expresion (19) de D(z). La férmula (19)
no indica en forma explicita que realmente no hay una parte
correspondiente a acciones de corto alcance en el campo de
radiacién, como resulta de la ecuacién (75a) (véase seccién 7).

Un caso muy importante es aquél en el cual

=
o(z, Ky)=0 para |Ky|=yx. (77)

Este caso mcluye como otro particular el campo estatico
que corresponde a

S (onke) =l o (E (78)

Resulta de (77) que

(Pll'f,l(w: KO) 5T (Pre.‘(x’ KO) = Pao(, Ko) =
~+»
= J c(:z: Ko)
bia() = 1 (5) = () =
4o ~
1 &3
I c(m K,) exp. [—zKo z,— V2 — K, K2 ]—-dKo dy (80)

—00

—Ix r

=y
dlton - (79)

b () =0. (81)

Cuando
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5(@, Ky) = o(2) 5 ( Ko 2y (82)
S A
’ Ertl ’ % 4
bip(2) = [ (o) iy o (52)

—»n

o

/ .
= ]/ y2 —0; - (84),

o |

La ecuacién (83) contiene como caso particular la expre-
sion de Yukawa de los campos estiticos. Conduce a una con-
clusién interesante:

«El alcance del campo estitico debido a un isobaro exci-
tado aumenta con la excitacién del isobaro».

En realidad el alcance del campo es (x)%, y la excita-

cion del isébaro es’ — .
vis

5. —Apliquemos las férmulas (67)-(69) y (71) y (72) al
caso en el cual ;

p(z) =d(zg—a’y) d(zy—a’y) d(@y—'y) d(x5—1's). (85)
Ahora
T i 8 T a0
o(z, Ko) = on e d(m—a;) B(ay—ay) S(z5—a's) (86)
n Y

ey / ->
q’re!(x’ I(O) o (P(w(:lf, I(0> =

1 el =il
o XD [iKox'y—Vy2—K2r], |Ko|l<x (87)

ar

A 1 . e
Pret(T, Ko) = G OXP [iKga'y+1 VK2 —y27]

5 1 Kozx (88)
Pan(®, I(o) = oo 6XP [iKogay—i VK2 —x2 7]



% 1 Iy el
Pret(®, Ko) = GO [Koa'o—i VK2 —y2r]

0 1 . S ok <
Pan(®, Ky) = o 6XP [iKo o'y +1 VK2 —y27]

Las funciones de Green de la ecuacion de Klein-Gordon son
las soluciones de (35) con .
P(@) =d(zo—a'g) (1, —a’y) O(wp—a'y) O(awy—as).

Por lo tanto las partes de las funciones de Green Gz, ),
Gro(2,2') y Gz, 2) que provienen de las frecuencias isobé-
ricas son las mismas; designaremos estas partes con Gz, 2):

+1
1 Wy 4 3 :
Gafo ol J oxp [— il o(zg~a’y) — V32 — K2r] dK, =
r
TR
(90)
IESHED g LR D IK
1
e ST SR e ), —'[’ ot ._‘l\2_I‘-2. -_—/_—:EO
DA T J‘”{P[ K (wg—a'y) b4 Lo 7J VK2
; 3 X

Las partes de G(xz,2'), G, (z,2) y G, (=, x’) que provie-
nen de (las frecuencias no isobaras las designaremos con 12, @0,
ez o)y, (2 @), \respectivamente.

)\ ’ 1 3y ’ A ’
[0, ) = [T, ) + Fun(o )] (91)
— ‘
P ) = —J exp [—iKo(wo—a’) —i VK 2 — %2 r] dK, -
1 B RO ol TN L b
+§:;J exp [—il{o(zy—'o) + i VK2 — 32 7] dK,. (92)
o .
ok

S 1 : 3 e e :
L Sana ) 2m~"’ exp [—iKy(zg—a'y) +- i VK2 — y2 7] dK, -+

—on

Ko<—y.  (89)
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-3

= ——1_ J exp [—iKq(zg—a'o) — i VK2 — 2 7] dK,. (93)
r
pé

Evidentemente tenemos

T (cizdi=
Il f ] IR SENEY .
— b el A oy [ K (T p bl A K 2 =y Bl e
T 0,,{ pl ,o( 0—o) Of g ks ]]Ko?—xz
1
+1
y AT, L0 3 dK,
b j exp [—iKo(zo—2) — i VK2 — x27] ]Efi? } i
I‘av<$, xl —_—
I 10 f) ¢ sha T Ry '(lKO
oWl oo i e N e VA ey T YRV ST
o 'rc)r{ exp [—iKy(xy—a"g) — 1 Ky )(’J}/E'O?:X—?
P4
exp [—iKq(zy—a'o) + 1 VK2 —x 1‘]”702_72 j (95)

—0

La division de las funciones de Green en partes provenientes
de-las frecuencias isobaras y no isobaras no es relativisticamente
invariante, pero es muy conveniente para muchos fines, como
veremos. Los desarrollos de Fourier de las funciones de Green
nos permite computarlas facilmente. Asi, por ejemplo, calcule-
mos (,,.(w,a’) para valores positivos de s2

2= (o — o) (3, — @) = (=) = 1% (96)

Podemos elegir el sistema de referencia de Lorentz de tal
manera que

== $2= (zg—'g)>. (97)

Como G,, (xz, @) es invariante, puede depender solamente
de s2 y del signo de (z,—a’y). porque suponemos que s*3>0.
Por lo tanto, si fijamos el signo de la diferencia (z,—2'y),
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Grei(x, @) serd una funcion de la variable s, de manera que ob-
tenemos de (90) y (94)

1 d
Groi(w, ') = PRy Lrei(s) (98)
1 ! ' — dK
==l X ke > — / ~= ]\ AL ) 7t DA ——0
Irct(s) on I exD[ 1[&0(1’0 X 0) X [10 r] ng_—__KO2
X
i —  dk,
QR je\ —iKy(z,—a'y) -1 VK PE Sy e Ao D
o p [ 0( 0 0) 0 ] Y Ko —y~
1
ks
iU O T O O
¢ L 7a ; .1 > O
ZTIJ exp [— iKy(zg—a'o) — i VK2 — 2] 7= ]K e S(99))

En el sistema de referencia especificado por (97), I,.(s) es

i dK,

v i
IM$=gImM—&mrmﬂ~7;
=L

i 0 SR
+2—n J exp [—iKy(zy—)] ]—ITO__?%:?_

Z

it -dK,
—27] exp [— iKy(zy—y) ] 77— (100)
037

< -

Cambiemos las variables en las integrales del miembro de-
recho de la ecuacion (100). Poniendo

Ky=yz (101
en estas integrales obtenemos
i (lK gl il ) ) ] gzatihi
J exp [—iKo(z—2' o)] i T Jle_\p [—ix(xo—a'y)2] T
Tl et

=1 Jo (x(29—2s)) (102)

PO Bl R ae o SN L e
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dK, A dz
f exp [—iK(xy—2")] T == exp [—ix(zo—2'y)2] V?__lz.
O S T

X

— @) (x(5e—'a)) para zo— />0

=i (103)
% Ho®) (x(zo—2')) para @o—a'o<0
g AT L
j exp [—iK(zo—=o) ]]rz"—f= J exp [—ix(zo—2)?] 1'2_2_‘_—1:
i -
' 9 H,M) (x(2p—2'y)) para zp— />0
— (101)

l;“ % H®) (x(zo—2/0)) f)ara @y — o< 0.

H W y Hy®) son funciones de Hankel de orden cero. Por
lo tanto

T = L Ty o) S e

1+sgn(w0——m_’ol \

+ H®) (y(zg—')) ] = Jo (x(xo—'0)) 5 ;o (s2>0)
(105)
De donde
g X
Gref(x’ m’):——_;']l (XS), $0>w,0, s2>0
(106)
Gm(x’ :1;'):0 T < IS E ()

Cuando s2 es negativo elegimos un sistema de referencia
en el cual

xo T -'L"O = O, S= lfl‘.. (107)

En este sistema de referencia
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4+ ;
: 1 — _ dK
lmz(s)=2TJ exp[— VX‘*’—Kozi']V?L%;?O;‘{L
T
j_ : '/[(2_\42' dK, L
ol
G 1K
l H v T (1
L OX DI Ko el O 108)

-0

Ahora no es més necesario fijar el signo de xz —ax'y, por-
que no es mas invariante. Introduciendo la variable z de la ecua-
cién (101) obtenemos

T LIRS ety (T d
j exp[— Vx2 —K,27] 1,77_%= f exp [—xl"l—z‘-fr]—h——'_2 (109)
: W 0, 230

24

it e TG, i Sl 2
J exp [i VK2 — x27] ) =j' exp [iy Vz2—17] = (110)
o J X2—K02 : V2

=i

‘ ——  dK, . d
fexp [— VK2 —y27] __‘_0_:] exp [—iy V22—17] /(Z STy
: VK 2—y2 Vz2—1

—n —0

Resulta de (109), (110) y (111) que I,,,(s) puede ser ex-
presado como una integral compleja

1 | lz
I,e[(s):-;{‘[ exp [—yry1—2z2] ‘——(:_—, 52 () (112)

1—z2
L

L es el camino de integracién representado en la figura 1.
Se ve Tacilmente que la integral compleja (112) se anula

L (z,a)=0, s2<0. (113

La funcién de Green G, (z,2’) puede ser estimada en la
misma manera que G, (z,a’), introduciendo la integral Lyw(z, @)
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i
GaU(:v, a)’) — :—Zs' Iav<8) (114)
1f K
7 ’ o TAArAS d
e j_x exp [ o(a0—'y) — V2 — K 1] =
‘ =K
: - it et ol Ve
+§;J exp [— iK(m—a'o) +i VK?—x21] }T‘“’—i’?_
i - Y sk s N G '
_é,?j explSn (@ ste) =i 11‘02_)(2"]];(02—0)(2‘ (115)

o4

~ =
&, &

Fig. 1.

Se ve inmediatamente, comparando (115) y (99) que

& (k) =0 To> 2y, $2>0
¥ (116)
ol (ning) == T J1(X8)." my<<aly,” s2>0
Lo (8)==103(3) =05 520, (117)
Por lo tanto
G2, ) = G (z,2") = 0,772 =0, (118)

Resulta de (106), (116) y (118) que
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G(x,x’)_:—;—;.]l(xs), o (119)

Cil@ ) =), $2<0. (120)

Como las frecuencias isobaras dan la misma contribucién a
G.., y G, tenemos

D (') = % [ yei(@, @) — (2, 2)]. (121)

Y por lo tanto, la diferencia entre T',,, y I',,, es invariante.

Ahora debemos investigar el comportamiento de las funcio-
nes de Green cuando (') estd sobre el cono de luz del punto (z).
Esto se puede hacer facilmente investigando el comportamiento
de I,,(s) e I,(s) sobre este cono de luz. I,,«(s) tiene una
discontinuidad simple sobre el semicono del pasado e I,(s) tie-
ne una discontinuidad similar sobre el semicono del futuro. Por
lo tanto :

G, @) = M——%—Jl (xs), $2=0, To> 'y (122)
Gt (@))=—0; To—a'o<r. (123)
Y

G 6(230—?'0—}—1') ik % Jy (xs), $2£0, mg<aly (124)
Gl (@ha ) =0} Ty —a'o<r. (125)

Asi hemos obtenido todos los resultados de la seccién 2
por medio de los desarrollos de Fourier.
6. — Gy,(z,2") es una solucion de la ecuacién

('D + x2) Giyy(z, 2) — 4 @_X(_xv;’xﬁl

Ty—L';
(@ —a'y) d(wo—',) B(a5—2'y). (126)
Esto resulta del hecho que la parte de
47 d(z—) O (w1 —a'y) d(y—a'y) d(wy—a')

que proviene de las frécuen-ias izobaras es la cantidad que estd
en el miembro derecho de (126), ya que
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)

i :
o (y, ?”0) = J exp [—iK(zg—a'y) ] dK. (127)

—0

La funcién ¥;(x)
Ay
be@)= | Galma) p(e) dyo (129)

es una solucion de la ecuacion

(O+22) by (@) =47 p(z) | (129)

(o) = |

-

sen ¥ (x,—2'p) ) s
— 2 o (@, Ty, Tp, T3) AT (130)
zy—,

E(x) se obtiene de p(z) por una especie de promedio en el

. : 2n
tiempo en un intervalo aproximadamente igual a —. Llamaremos
cX

distribuciones nucleénicas cuasiestaticas a aquellas cuyos desa-
rrollos de Fourier contienen solamente frecuencias isobaras. Pa-
ra estas distribuciones

bret(@) = bou(®) = 3. (2), (131)
Vire(®) =0. 12%)

La ecuacién (131) muestra que Gy (z,a’) puede ser consi-
derada como una funcién de Green para los campos creados
por distribuciones cuasiestaticas.

7. — Alcance 'y velocidad de propagacion de las acciones.

Las singularidades de las funciones de Green sobre el cono
de luz del punto (z) son muy importantes, porque dan origen
a acciones con velocidad de propagacion igual a e. Efectivamente,
obtenemos de (122) y (123) la férmula de Stiickelberg (*)
Bhabha (?)
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La existencia de acciones con velocidad de propagacion igual
a cen un campo cuyo cuanto tiene una masa en reposo finita
es muy notable. Estas acciones estén representadas por la pri-
mera integral del miembro .derecho de (133), la segunda integral
no depende de los valores de p(x’) sobre el cono de luz, que es una
variedad tridimensional. Las acciones que provienen de la pri-
mera integral de (133) son de largo alcance, ya que son de la
misma forma que las acciones retardadas en un campo con cuan-
to de masa cero. Schrodinger (5) ha criticado la separacion de
las dos clses de acciones . dadas por (133), que no muesiran
claramente el efecto del alcance. La férmula de Schrodinger

) xg—x")

@)= oty [0 [ @)1, (0 Voo 72 dtd (10

—0

(dQ es el dngulo sélido elemental referido al punto (z))
no presenta el mismo inconveniente. (134) resulta inmediata-
mente de (13) y (20). Tenemos

IR0
G(z, 2') = —sgn (a'y — z,) — 5 F (r, zy—x'y) (135)
r or
de donde
) st :
Grot(m, @) = — [1+sgn (w5—a'o)] = e F (T, xy—a') (136)
ror

! %F (T, mp—a'y). (137)

r o

Gp(z, &) =—[—1+ sgn (#')—,)]
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Teniendo presente (136) obtenemos
<o
() :J o)) G oz, z)id, 2 —
i &
= = J dx’, J r clr[ p(;r’).EF(r, z,—y) dQ.  (138)
—n 0 3
(134) resulta de (138) por integracion parcial de la integral

del miembro derecho con respecto a 7. De (137) obtenemos una
expresion de ¥.,(x) similar a la- (134)

by ()= j dx’, J dr [ (;)_r [ro(a)]Jo (x V(ze—a'o)2 —r2) dQ. (139)
; X 0 <

En el caso dinidmico, los efectos del alcance no son tan ni-
tidos como en el caso estatico o en el de una vibracion isobarica
de densidad p(xz). Hemos visto en la seccion 4 que las vibra-
ciones con f, mayor que Y generan campos que no presentan
efecto de alcance, pero todas las vibraciones isobaras con f,>0
generan campos con alcances mayores que el alcance estatico
%=1 y que tienden hacia @ cuando k, tiende a y. Es fisicamente
evidente que no hay efecto de alcance para el campo total cuando
hay emisién de ondas mesonicas: Para obtener un flujo sa-
liente de energia las cantidades del campo mesénico que corres-
ponden a las intensidades del campo electromagnético, deben va-
riar como r~! en el infinito, siendo r la distancia del punto don-
de se calcula el campo a un punto fijo en el interior de la
distribucién nucle6nica (suponemos que la distribucion nucled-
nica tiene una extensién espacial finita). Las formulas (69) y

-> -

(72) muestran que @, Ky) ¥ @u(e, Kp) varian realmente co-
mo r~1 en el infinito.

Es interesante hacer notar que las frecuencias no isobaras
también pueden contribuir a la existencia de efectos de alcance.
Esto se ve facilmente si consideramos un punto fuente que estd
en reposo en un sistema de referencia de Lorentz. En cualquier
ofro sistema de referencia del mismo tipo, el punto fuente se
mueve con movimiento rectilineo y uniforme y la correspondien-



— 265 —

0
te densidad puede tomarse proporcidnal a (z—V x;), siendo V
una constante, por una conveniente eleccion del sistema de coor-
denadas espacial. El desarrollo de Fourier de p(x) en este sis-
tema de referencia de Lorentz, no contiene frecuencias isobaras,
como resulta del desarrollo de Fourier de la funcién & de Di-

rac (véase ecuacion (127)). Asi tenemos un campo con efectos
de alcance que no contiene frecuencias isobaras.

8. — Ondas con energias positiva y neqativa.
P

Consideremos las dos funciones

o >
, L MR- 3l d K .
D) (@) =——| exp[i(K,r) — ikqxy] 2= (140)
- 472 e ];0 1
~L» ->
25 = -
DS = T J exp [i(K, r) + ik, xo]ﬂ%li (141)
% .0

—0

D(z) puede ser expresado en términos de D()(z) y D) () :

D(a) = = [D)(a) — D(a)]. | (142)

Las funciones D™(xz) son soluciones de la ecuacion de
Klein-Gordon

(O+x2) D2 () =0, kL)

como se puede ver facilmente si tenemos presenta (140) y (141).
D (z) puede ser caracterizada como la solucién de (143) que
satisface las condiciones iniciales

—0 >
(+)/, I, . ‘)_ —) Cl;;[{ L 1 Q »
[D=(2) ety = yE J exp [i(K,7)] VLT oo oD (ixr) (144)

—30
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L

liD(ﬂ —;tij e e = omd (7). (145
, D) =g | el K=omd(). (145)

—x

Las funciones D'*2(z) pueden ser expresadas mediante fun-
ciones de Hankel:

; 10 ..
D) (:zc) = _751— F& (r, "L'o) (146)

t

1 ——
i Hy@) (x Yz2—r2) x(o>7

1 —
E@)(r, )= a0 H (x Vzg2—r2) r>xp>—1 | (148)

1 e
——2—110(1) (x Yeg2—r2) —r>ua,

1 ———
— 5 Ho) (x Yao2—r2) xo>r

1 T s
FONr, ) = | =5 Ho® (Vo= r>ep>—r  (141)

1 9 NS 9
—2—[10(~)‘(\/\]x0-——r~) — 1> T;.

. el *r
Por medio de D™ (z) podemos formar otra solucién real
de la ecuacion de Klein-Gordon, que tiene gran importancia:

D@=SDW@+ DA | (149)

Esta funcién es bien conocida y aparece en la teoria del po-
sitron.

D,(x) es la solucién de la ecuacién de Klein-Gordon deter-
minada por los valores iniciales
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[D4(&)Jiomt =5 Ho i1 -~ (150)
0
[&; D,(z) ] 4= (151)

9. — Hasta ahora hemos considerado la ecuacién de Klein-
Gordon como referida a un campo de ondas. mesénicas. Ahora
supondremos que la ecuacién de Klein-Gordon esta referida a
un campo de ondas electronicas, para investigar la contribucién
de las ondas con energias negativa y positiva.

Las ecuaciones (140) y (141) muestran que D&)(z) esta
formada por la superposicién de ondas planas con energia po-

>

> o
sitivaexp [i(K,r) — ik, a,] mientras que D&)(x) estd formada
por la superposicion de ondas con energia negativa

> >
exp [i(K,r) +ikyx,].

La funcién D(z) es una solucién de la ecuacién -de Klein-
Gordon formada por la superposicién de ondas con energias de
ambos signos, como resulta de (142). Dy(x) estd también for-
mada por la superposicion de ondas con energias negativa y
positiva. '

Es notable que las funciones D (z—2") no se anulan cuan-
do (2’) esta afuera del cono de luz de (z), comp se ve en las.
ecuaciones (146), (147) y (148). Por lo tanto las soluciones
de la ecuacién de Klein-Gordon representadas por D (z) con-
tienen acciones con velocidades de propagacion mayores de c.
Como D™ (z) son las tnicas soluciones invariantes de la ecua-
c6n de Klein-Gordon que pueden ser formadas por super-
posicién de ondas planas con el mismo signo de la energia y
todas las longitudes de onda posibles, se ve que (es necesario
considerar soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon formadas
por la superposicion de ondas de ambas energias (negativa y
positiva), para evitar acciones con velocidades de propagacion
mayores de c. .

De (140) y (141) obtenemos

Fath o SR
D(i)(x) Y ___I_I ekaUzn (euKr__e—.Kr) C_ (152)

2nr k
U“ 0
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. K=VE2+K2+Kg2. (163)
La ecuacion (152) da la descomposicion de D2(x) en
ondas incidentes y emergentes, que corresponden a e~ y €™,

respectivamente. Es interesante observar que si aplicamos la
interpretacion usual a las ondas esféricas de D™)(z) tendria-
mos que considerar la onda emergente con’ energia negativa

1 3
— exp [iko @, -+ iKr] como una onda incidente, porque los ra-
r ,

dios de las esferas cuyos puntos tienen la misma fase, decre-
cen cuando x, crece; la onda de energia negativa incidente

1 : .
— exp [iko o, — iKr] aparece como una onda emergente, con la
x

interpretacion usual.
Las expresiones de D(z—a’),

1
Do) == (G, ) — Gl )] (15)
D(a—a) =5 [D®)(—) — DHa—a)], (155)

que corresponden respectivamente desde los puntos de vista de
los campos de ,ondas mesénicas y electronicas, corresponden
también a diferentes descomposiciones de los campos radiativos
en ondas emergentes e incidentes. Mientras en (154) estin las
ondas emergentes del campo retardado y las ondas incidentes
de los campos avanzados, en (155) hay dos clases de ondas
emergentes ¢ incidentes originadas en las energias negativas y
positivas. La teorfa de Dirac de los fotones de energia negati-
va (12) puede ser considerada como una tentativa de introducir
una descomposicion del tipo (155) en el campo electromag-
nético. i

Las singularidades de D™ (z—a’) en el cono de luz de (),
no nos permiten obtener soluciones $(z) de la ecuacién ho-
mogénea de Klein-Gordon referida a una inhomogeneidad 4n
p(z) similar a ;. (), y que contenga solamente ondas con ener-
gia negativa o positiva. En verdad, una tal solucion seria

—tx

b= DD (o) (@) dy (156)

—®0
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pero la integral del miembro derecho de (156) no tiene signifi- .
cado debido a las singularidades de las funciones D2 (z— a:) so-
bre el cono de luz de (z). Para poder dar un significado a la
integral de (156) podemos usar integracién compleja para la
varmblc Ty, pero ain usando infegracion compleja no podemos
definir soluciones del tipo v formadas solamente por super-
posicion de ondas de energia negativa y positiva.

10. — Las singularidades de D (z) pueden ser convenien-

temente analuadas por medio de las e\preswnes FR/ i o)) si-
milar a aquellas de F(r,x,) dadas en la seccién 2. Tenemos

1 PSP
TG, gy == 5 [L +sgn (zg—r)] Hy®) (x Vag2—r2) —

1 o
I [1 — sgn (:L‘O—r)] HO(I) (X l"x()?—r?) —

=

; Br 51 o i T iy
= 5 880 (20=) Jo O Vog>—r2) — —No (y Vag?—r2).  (157)
De manera analoga obtenemos
1 RAPTES
FOr, @) =— siaL (zotr) Jo (x Vag2—r2) —

b, /V (x Varg2—r ‘)) (158)

De (157) y (158) obtenemos
B (r, @y) = F&) (r, ~z,). (159)

Ny es la funcion de Neumann de orden cero, de acuerdo
con la denominacién usada por Courant-Hilbert (2). Es la fun-
cion de Weber de orden cero, segiin la denominaciéon de G. N.
Watson, que la designa por Y. No(u) tiene una singularidad lo-
garitmica en el punto u=0.

(160)

Ny(u) = —Jo(u) (log — »[— C) +-series de potencias pares en u

U=0,57T2157 % (conslanle de Euler) (161)
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Necesitaremos la expresion de la derivada TNO(U) que se
du

toma generalmente como

Cl ] 7
= No(u) =Ny (w). (162)

Ni(u) es la.funcién de Neumann de primer orden

2 u 2
Ny(u)=—Jy(u) (log o+ C) — -+
- series de potencias impares en u. (163)

Sin embargo, la formula (162) no es adecuada para los mé-
todos simbolicos que estamos usando. Debemos tomar

g;./\"o(u) ,:_le(u) — 219(u). (164)

La ecuacién (164) resulta inmediatamente de (160) teniendo
en cuenta que

d 1
— = — — ind(u)- 165
_dulogu e (u) (165)

Obtenemos de (157) y (158), y teniendo presente (18) y
(164)

ix Ny (x Vag2—r?
ol 28 —‘(1—»°—~—)— —d(z2—12).  (166)

2 Vi 2—r2

S 3 v <on (s : y Loy
D)) = 2(Ef?) ) 2 senE Ty (x Vag—r?) +
2kl x2—r?
S ,\ 1 ,(X llfz:'il — d(wo2—12). (167)

2 Vi 2—re
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“Teniendo presente (29) y (30) obtenemos de (166) y (167)

~Z‘, [{1 (1)(X ]’I ((D“"-— xl.u) <'mu_x’u) ) T
2 ]/ (;1?“— x,”) (mu_x’u)

— o(([zt—aM{z, —27 D). (168)

DO (@—a') = Gy, @) +

l 111(1)0( ]/(x.ll._x’p) (mu_m’u)) sl

2 ]‘/(:1:5‘——.’17'“) (xu_‘r,u)

D) z—a') = G(z, @) +

— b (oMo, —",). s (169)

Estas ecuaciones son importantes porque muestran la ré-
lacién entre las funciones D®(z—a’) y las funciones de Green
para las soluciones avanzada y retardada. También son impor-
tantes desde otro punto de vista, ya que mueslran las relaciones
entre las funciones de Green y la solucion fundamental V(z,z’)
de la ecuacion de Klein-Gordon, por ser

Vi o) e il G s (= ) (170)

2 ]/ (jg}‘_ x’P‘) (mu_ qu.)

Obtenemos de (168) y (169)
il Hl(l) (X V(x”—— xlp-) (mu_z’"u»
2 [ (xu'— x'p) (wu_x’u)

=10 ({q:.“——:v ,“] {wu_x ,u}) 7 : (171}

D, (z—z') =iG(z,a’) + -

Cuando ¥ =0, la solucién fundamental se torna

i

T— ‘T’JP’) (xu'— x’u)

V(@ )] -0 = ( (172)
3

D=0t DNy co— V(@ Ve (178)

(DO =)0 =— [Dle—aV o= — [V (@) gy (174)

7
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[Dl(w—w’>]<y_=o>=;[‘/(rs 7)) —0) - (175)
Es importante hacer notar que tenemos siempre

D&)(z—a') =D(v—2") ——i— V(z—a') 4 términos regulares. (176)

/
.

i :
D) (z—a') = — D(z—a')——V(z—=a’) + términos regulares. (177)
¥ T
1 X
D,(z—a') =— V(2—a') + términos regulares. (178)
T

Designamos aqui con «lérminos regulares» a aquellos que
no dlvcrgen cuando el intervalo entre lo: puntos (z) y (a;) se
anula. Resulta de (176) y (177) que las integrales del miem-
bro derecho de (156 no tienen significado debldo a las singu-
laridades de V(z, «’). Las smgularldades de V(z,z') no son las
mismas en el caso general cuando y /=0y en el caso. particular
cuando y=0; esta circunstancia da cuenta de la no validez del
principio de Huyghens para campos cuyo cuanto tiene masa
finita.

11. — Funciones de Green en el campo de la infegracion
compleja.

Schrodinger (5) ha demostrado que la solucién retardada

“de la ecuacién inhomogénea de Klein-Gordon, que corres-

ponde a un punto fuente en movimiento, puede ser expresada

como una integral compleja que contiene ai\—l%}?l, es decir, la
solucién fundamental V(z,a’). El método de Schrodinger puede
ser extendido a cualquier clase de inhomogeneidad lo mismo
que a otros tipos de soluciones de las ecuaciones inhomogéneas
de Klein-Gordon. Veremos que la solucion fundamental es una
especie de funcion de Green si se utiliza integracion compcha

con respecto a la variable tiempo.
Consideremos las integrales Y(+) e Y(5):
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YU—_%Iy@xN@NM.

(L+)

YH““LJV®wN(Omb

(L7)

(179)

(180)

L+ y L= son los caminos de integracion representados en
la fig. 2. Teniendo presente (163) y (170) obtenemos

-1 1

Fig. 2.

Y=y I

11V (@) (=)
IW.’E' )

=2 =i
50:1‘0._,’-_"/‘.

)
Y( )‘_ I J1 (X V(q;}l__‘r/p)(wu_xrm
) £ V(TDLL_ x’}l) (mu_ x,ll)

0

28 > >
Ty=ux, _H,-__]./! 3

De donde

p(«') da's ——[

p(z') da’y — [

(181)

p(a’) ]
|r— r| ho—m

(182)

(183)
)

)
I,.___r;l (xX’=xp)

(184)
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e
b,o(T) :% J Wi JV(x, z') p(x') da'y. (185)
g (L)
. 2 b
bu@ =L [ de | V(o) ola) d (185)
e (L)

Podemos reemplazar en (185) y (186) la funcion V(z,a')
por alguna otra funcién U(w,a’) tal, que la diferencia V(z,z")
—U(z,a') sea analitica y regular para todo valor real de 'y
Es notable que no es de ninguna manera necesario que

V(x*‘—x’“)( ' )U(x x') sea una funcién del argumento

s=1 (wH— ’P)(x @',); ysies una funcién de este ar rgumen- *
to, no necesariamente debe ser una solucién de la ecuacion de
. Bessel
d"]‘+ 1 df
ds?

/A (1~f) f=0. (187)
s ds s2

Las consideraciones precedentes muestran que si tratamos
de definir las funciones »b- (z) por medio de integracién com-
pleja, en el miembro derecho de (156), tenemos una gran arbi-
trariedad. En verdad, debemos necesariamente usar integracion
~real con respecto a a’; para los términos que provienen de la
parte de D (z—a’) que se asemeja a d; por otra parte hay
términos que pueden ser integrados por integracién compleja o
real, pero el resultado depende esencialmente de la clase de in-
tegracion que se utilice.

Las consideraciones precedentes, referentes a la posibilidad
de reemplazar V(z,z’) por ofras funciones muestran que tene-
mos

1

Spulw ) =i | dg | Do) o(a) ey (158)
o (I
bzl =1 J dga’ J D,(z—a') p(a") d',. (189)

R ()
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Si ponemos

Ml
2] ...dx’O:J ...dw’o-}—J il (190)
— L+ () -
obtenemos ;
=[L%; : .
() =1 J[ Dl(w——x’) p(a’) d',. (191)

—D

El métoflo de obtener soluciones de la ecuacién inhomo-
‘génea de Klein-Gordon por intermedio de V(z,2'), estd relacio-
nado con el usado por Sommerfeld para la ecuacién de D’Alem-
bert (13). Ya hemos visto que la funcién V(z,2’) se convierte en -
s2=[(at—a'*)(z,—a' )] cuando y=0; de manera que la
férmula de Sommerfeld puede ser obtenida de (185) colocando
%x=0. Veremos en la siguiente seccion que el método de Som-
merfeld puede ser extendido a la ecuacién de Klein-Gordon.

12. — Consideremos la ecuacién diferencial eliptica

3 02

GRS i = 192
G iy s (192)
La funcion W(y,y")
vV 7\ - S ﬁlgl(ﬂ (193
R:]/ Z(yu-ylu)g (191)
p=0 ;

es una solucién de la ecuacidn

A E)W =4 5(¥o—Y0) o(ys—y'1) 5(ya—y's) 0(¥s—Y's)- (195)

Sea () un volumen del espacio cuatridimensional encerrado
por la superficie X. Para dos funciones ¢, cualesquiera, re-



gulares en (), tenemos

[ (PAD—OAP)dQ = J (¢-‘);”"—¢ =) dx. (196)
Q) (6))

n—normal exterior a .

Tomemos ¥ como solucién de (192) que se anula en el
infinito y 0= W(y,y’); el dominio de integracién sea todo el

© espacio cuatridimensional, menos una pequena esfera S con cen-

tro en el punto (y) y radio e. Gomo

9

— —v2 11[ 8 = 197
Looyz —x2) W(y.y)=0 (197)
en .Q, obtenemos de (196) y (192)
(198)
’ ’ / ()l’b P 0 2\
= 43] W(. ) p(y)dQ= J[W(y,y)&— B 2 VR E

Q (S)

Cuapdo ¢ tiende hacia cero, el primer término bajo la inte-
gral en el miembro derecho de (198) da una contribucién nula
a la integral, porque la mayor singularidad de W(y, y’) es
R=2. Por lo tanto

r 7 ’ 01”) 0 7 ’
lim J [W(y,y )a—ﬂ; 5 W(y, y)]dS

e>0

? (8)
¢ — p(x) hun J F‘IS—~4“2‘:’($)' {199)
De donde °(\)
b= | Wi y)el)dy. (200)

—0

La ecuacion (195) es una consecuencia evidente de la
(200).

La ecuacién eliptica (192) se transforma en la ecuacion in-
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homogénea de Klein-Gordon por el cambio de variables

yolzi-'”o: V1S TN e = Loyl Y3 ==iTs. (201)

W(y.y’) se transforma en V(z,a’). Las ecuaciones (185)
y (186) se pueden considerar como las formas transformadas

de (200).

13. —Podemos usar como funciones de Green para la inte-
gracién compleja ‘una funcién sin singularidades logaritmicas

Uz, )

U(il), "El) = ﬂ J](V’ ]/(1;}‘.—_;1;’}‘) (xu—‘r,u) 1) =t
V (x,ﬂ-_a;’p) (mu_qu)

1

; 202
Gy O
Se ve facilmente que 2
b)) = _ILJ dsx’ J U(w,a’) p(x) do’,. (203)
B '
bo(T) = %J ds! ] Uz, 2') p(2) do’s, (204)
S oy

14. — La funcion ﬂ)(_sl
S

s

Hemos visto que las varias funciones de Green de la ecua-
cion de Klein-Gordon difieren de las correspondientes para la
ecuacién de D’Alembert en términos que contienen a la funcién

Jy(xs
1(X A : ' :
J——l. Como estos términos se refieren precisamente al diferente
s
comportamiento de los campos mesénico y electromagnético es

l { J(ys
importante examinar las propiedades de 71()&)_
s

Ji(ys ! Y
—1<——) es una solucion de la ecuacidn de Klein-Gordon
s



2o/l

J1(xs)
s

que es igual a ———Xésobre el cono de luz de (x). De donde re-

sulta que

) [ (1o ()| = xo0e) (206)

> > 1

(o) [ 1 s (st )| =

=y b<x0—'ﬁ,0:lr_‘r,|) y (207)
i
J1(xs
@) [ son (et )] =
L it DR
|

Estas  formulas conducen inmediatamente a la expresion de
las funciones de Green de la ecuacion de Klein-Gordon; basta

- tener presente  que

[5(s?) — 4nd(wg—a'o) d(%1—'1) d(@y—a'5) O(X3—2'5)- (209)

No podemos obtener una solucion de la ecuacion homogé-
nea de Klein-Gordon de la forma

BT T
ba(E) = T J —1~(-§)— o(a’) dgx’ (210)

o0

J1(us)

diverge cuando s?—=—o. Si limitamos la inte-

porque

gracién a la region del espacio-tiempo interior a los 5emiconos
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del pasao o del futuro del punto (z), 0 a toda la region inte-
rior al cono de luz de (z) no obtenemos ninguna otra solucién
de la ecuacion homogénea de Klein-Gordon debido a las ecua-
ciones (206), (207) y (280). Consideremos sin embargo las
funciones '

(éu)

=) -
ard g SALSL T
wirﬁ(+)(x) — éj [14-sgn (zg—a')— lr—r'|)] __1(:\_3)“ p(a') dya’.
(212)
il P L > > J
G (7)) = LZ J [1—sgn (zo—a'y+-|r—r"|)] —1%&)— p(a') dy’.
Obtenemos de (207) y (208)
(OH02) b (@) = X2 [Dper(2) ] —=0) - (213)
(O4H02) i) (@) = X2 [$0() J1=0)- (214)
De donde
1 g
bra(8) = 75 £ i (o) (215)
et Y
lpqv<x) = 75 L lbirr(_)(x> <21b)

(N

¥;,, () ¥;,,() pueden ser convenientemente expresados por
mtegrales complejas :

~}0

o, : eGils
bty =% [ g [ DD 0 g, (217)
o (I+)
~ ) T1(xs]
me@%:~éj@ﬂJ»ﬁ§ﬂp@qu (218)

g2
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L+y L~ son los caminos de integracion representados en
la fig. 2. Las -ecuaciones (217) y (218) evidentemente estdn
relacionadas eon las (203) y (204).

15. — M. Riesz (7) ha dado un método de integracién de
las ecuaciones de diferenciales parciales hiperbélicas de segundo
orden en las cuales aparecen funciones que estin vinculadas a
las soluciones fundamentales de Hadamard. En el caso de la
ecuaci6n de Klein-Gordon la funcion de Riesz es Z¢(z, ")

e (1—‘;‘)

' z'oI(sz( 1)

X2[ ZO“+9[((E, w’) (2]_9)

: 27 G
) = et o — : a—4 L3
ZO <x-‘ &L ) H(“) [(w )(xu u)] 2 H(CL) S (22())

H(e) =211 (S) T ($-1). R o)

Se ve facilmente que

Za(x, ') =

Zy(z, ') es la funcion de Riesz para la ecuacion de
D’Alembert; estd relacionada con la solucion fundamenlal me-
diante esta ecuacién

Zy( i [I' N 2k
0 kx’fﬂ)—m’d‘)ﬁ <x:w)](~/_~-o’). | (223),
Se ve inmediatamente que
(C1xB) Zot2 =20 (224)
Riesz ha demostrado que
[lz)rel(m)](y_an) =1,2p() - (229)
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> >

I,p(z)= j [1+sgn(zg—a'o—|r—r'|)] Zo4(x, &) p(z') dyx’.  (226)

—=0,

La integral del miembro derecho de (226) tiene significado
para valores de « con parte real mayor que dos, pero si con-
sideramos [,,,4p(z) como una funcién del pardmetro com-
plejo «, puede ser prolongada analiticamente para otros valores
de «. La prolongacién analitica para valores con parte real Ra
positiva puede ser efectuada por una integracion parcial. Efec-
tivamente, pongamos &=a';—z, y obtendremos

AL il @) i ¥
ol B E o — §02, (227)
De donde
1L Eh T i 1
IreL“P($:):—n—T~——MJ’(l3x’ J ( )p(m)dE (228)
2 R T 0

Por integracién parcialiobtenemos de (228), para Ra > 2

>
) -—-]7—r

o 8 N }-i,gq / a2 i i
I, p(x)=— o [}.‘ (—;—)]O[jﬁ L s o ( : ) dE. (229)

Esta férmula nos permite prolongar analiticamente 1.2 o(x)
para Ra>0; asi obtenemos

o0 —l_;—’l" 10
2 b pell 40
Y O
= [lbl‘el(x)](x=(') : (2'30)

Podemos escribir férmulas analogas a la (225), para la
ecuacion de Klein-Gordon

¢'rei(x) = Jrcl2 P(x) (231)
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Sl =" 2o () (232)
/
Para valores de o con parte real mayor que dos
s :
> > \
Jre p(%) = J [14sgn (zo—a'g—|r=1"|)]Z¢(z, @’)o(2') dyz’  (233)
e
> > ;
J e p() :J [1—sgn (zg—a’g+|r—1’| V] Ze(, ")p(x) dyx'.  (234)

—n

Para otros valores de o los funcionales J,,@ y  J,% estin
definidos por prolongacion analitica. Asi, por ejemplo, obtene-

mos de (229) y (219)

}<o
' 1 > >
Jrei 0(@) = _-0—‘—&———2] [1+sgn (zo—a'y—|r—7’|)] @72
2 I
0 [ e(@) R
p(x X , i -« o
Elwo“m'o] d + 211J‘ [1—{—sgn (a:o—w O—Ir—ﬂ])]l (1—- —2—\
o X?l ga—4-+21 !
= () dg. - (235)
= Ij[ 2 S a
= H (o2 1(141) 1 (1 5—1)
Y en forma analoga obtenemos
1 s > >
Jptp(@)=—t—— = J [1—sgn (xg—a'o+|r—r'|)]s*2

)],

]
_C)_[ p(-'L'), ]614:1;,_*_2“‘[

’
ox'y Lxg—a',

[1—sgn ('t DI (1= )

el sa—4+2l

by
=t H(e+20) [ (141) D12 1)

o(a') dya'. (236)

Resulta de (235) y (236) que
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e p(2) =11,% p() —

5 , : s J1 ‘S
% J [1-+sgn (%'x'o_l"—"/l)]_s(u p(e)da’  (237)

—00

Jal)2 p($) e Iav2 p(.L') T
1l

Y > > J (s f .
L[ nsgn oot 2L oy aer (239)

Lo p(2) = [Jon® P (@) =0 - (233a)

Obtuvimos pues (231) y (232). Hemos demostrado la vali-
dez de (231) y (232) haciendo uso de nuestro conocimiento
previo de las soluciones avanzada y retardada de la ecuacién in-
homogénea de Klein-Gordon. Asi hemos deducido expresiones
de aquellas soluciones del tipo de Riesz, sin usar el método de
Riesz. Ahora deduciremos directamente por este método la (231)
y (232). Resulta de la definicion de los funcionales J,,.@ y J,,@
que para valores de « cuya parte real es suficientemente grande

(C) Tyt (@) =T p () . (239)
(CH13) T2 p(2) =t (3), (210)
; Trei®J 1o B (@) = T, 1B p (), (241)
T () = T u18 p (2. (242)

Esfas ecuaciones son evidentemente validas para todos los
valores del pardmetro « para el cual podemos definir los fun-
cionales J por prolongacién analitica. Se puede ver que la pro-
longacién analitica es posible cuando «=0; por lo tanto

(OH2) T, 012 p () = 4w p () BRG]

(O+Hx2) I pla) =4n p(x), (244)
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como consecuencia de (239) y (240); y
Jrelp(z)=dnp(z) (245)
o p(2) =4 p(2), . (246)
como consecuencia de (241) y (242). Asi obtenemos (231)b Y
(232).

16. — Las consideraciones precedentes indican que el mé-
todo de Riesz estd basado en la posibilidad de definir el operador

‘unidad y operadores diferenciales, como prolongacién analitica

de operadores integrales reales con pardmetros complejos. Asi
obtenemos un método que nos permite evitar el uso de la fun-
cibn & de Dirac, y sus derivadas. Para obtener un mejor dis-
cernimiento de estas cuestiones consideremos la integral de Rie-
mann-Liouville de orden fraccional
w

1 r
, J F(0) (u—tyotide, = S (247
I (a)

—0

Y“ f’.(u) =

Esta representacién de Y¢ es valida para valores de o con
parte real positiva, pero puede facilmente ser extendida a otros
valores por prolongacién analitica. La prolongacion puede ser
efectuada por integraciones parciales sucesivas, y conduce a las
ecuaciones

YO f(u) =f(u) (248)
Y-n f(u) :3‘%_ f(w), (249)

donde n es un namero entero positivo. Como

y |.> > (250)
ol P ]
< Iz, 2 e h—
) (%, a")p(x') da’y e (%) ]\(%_1)
T e 4

(ot |r—r ) (Bt H )] 2 p() day—

—
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L }
2 8
______17 o4 [ (xs) (e) +.. ]p(m) dz',
202 (<) 1, 4r(£) 161( Z41) |
y .
A e p(a) d'y =
=)
a—‘) ' > o> o—d et L8
=Y 2 {(@o—ao+|r—"[) 2 p()] (poox_52) * (25D)
Por lo tanto tenemos
Xo‘| _>’
Ze(, a') pllEdali—
i = R
e U8 @ 1) 3 o (o |2
2“/2]_‘ (_2_) {( 0 0 I l) ( )} (x U“xo—’ )
il
2 3
ol so—4 [ (Xs)a — (xs) A ] p(a’) da',. (252)
. 41 (5) 16T (5 41)
De donde
|+ ->
Xo—| 17—
: p(@)
[J 28 (x, o' )p (") dx’o] = [., ~ 3
i (B r | G )
el
X J i
T J - 1(§$)~ p(a') da’y. (253)

—0

Las ecuaciones (248) y (249) muestran que el uso de Ia
prolonoacwn analitcia de la integral de Riemann-Liouville con-
duce a los mismos resultados que se obtienen simbolicamente por
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medio de integrales vinculadas a la funcién d y sus derivadas.
' Como la forma de Riesz de las soluciones de la ecuacién de
Klein-Gordon puede ser derivada de las propiedades de las in-
tegrales prolongadas de Riemann-Liouville, el método de Riesz
puede ser considerado como un resultado del reemplazo de las
integrales con funciones d, por aquellas del tipo Riemann-Liou-
ville. Asi vemos las profundas analogias entre las. ecuaciones
(237) y (238) y aquellas obtenidas mediante G,¢ y G- Laecua-
cior. (233) es andloga a la ecuacion (23) para las funciones de
Green. :

17. — Se puede obtener facilmente generalizaciones de las
soluciones de la forma de Riesz.

Sea & 4 (z,2'; @) una funcion regular, de «, analitica, en
- un dominio que contiene el 'valor «=0 y tal que

‘Erc}[<lx’ z; CL) = El:rlc <£C, x5 a’) S

; 5y, (s o) [Lhsgn (s—oo—|r—rD]; . (254)

las funciones &, Y £o.e deben satisfacer las condiciones

o &
xz

{J 51,,.'6.(% x'; CL) p(:v’) d;l"ojl = [2—(:))—] e (255)

Ll (o= 0) [r_.r’i .(X’o:xg— r— 7"\)
: E,t_)‘,l.a(x, .'E'; 0):—_.— LJ'i(_)g)* , (256)

4 S '
Resulta

Bppt(2) ’:j Eo(z, @ o) p(a) du'. (257)

—%

Las formulas de Riesz corrcs'l)o{nden a la eleccion parti-
cular

¢ £y rer(®, 25 0) = Zy(, &) [1-+sgn (2o—a'o—|r~1"|)] (258)
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v 4 A i{ a: _XQI Z(')cz+i’l
Eoped(@, @5 @) =1 (1) X (1) T (1= 2 —1) -

(259)

Evidentemente ésta no es la eleccién més simple de Eiret Y

E.‘Z:re[-
Podriamos tomar £,,,, independiente de o.

18. — Campos creados por fuentes puntuales.

Hay una relacién muy simple entre los campos creados
por fuentes puntuales en movimiento y las funciones de Green.
Llamemos dv el elemento de linea de universo de la fuente pun-
tual mévil; el cdrrespopdientc valor de p(z) lo representaremos
por una integral tomada a lo largo de la linea de universo del
punto:

0(2)= | B0)3(e0—an()) (o1, (5)
bz (9) Sey-m() e (260)

La ecuaciéon (35) se transforma, en este caso, en

(CH2) bp =4 Ip‘(r)iia(xu—xu(r)) d-. (261)
Por lo tanto

Yp.ret(%) = [G(x 2(7))p (7) de (262)

Yo.a(®) = ZGW(% z(r)) p(7) dv | (263)

tho () = fD(w—x(r))E(r) dr. (264)
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Por consiguiente

G,c,<w,w<r>>=5—5%¢p,m<x> ' (265)
Gl (9) = = bonl®) (266)
D(z—ux(7)) = ﬁ Bo.irr(T)- (267)

Las funciones ¥, también pueden ser usadas en el caso de
una distribucién nucleénica continua para obtener las diferentes
clases de campos. Escribamos

A

p(x) =po(ro, 7). (268)
L& ¥
ro es el vector de posicién tridimensional, en el tiempo O,
del elemento yauclednico de distribicion que ocupa el punto (z);
t es la longitud de arco de la linea de universo de este elemiento
nucleénico. Evidentemente tenemos

o
Ib"(ﬂ(w) i j 'Wbl'el(x: 7'0) drO (269)
bo(2) = J boo(@, o) dro, (270)

—x0

(271)

D(ey(x) as(2).24()) o
D(z,(9), x,(0), 5(0) dr

oo

Bra@r70) = Gun, () (7, )

—0

(272)
4o

¥ > D(wy(r).m5(7),25(7)) d
‘lbuv(x, 7 0) :J GaU(l‘, CL‘(T>) p(’ 0 T) D(;E]_(o), 132(0), mg(o)) —d'r_ dT,

—

D(@,(7),5(7),25(%))
D(z,(0), x,(9), 25(9))

es el determinante jacobiano que da
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los cambios -en la densidad de la distribucién nucleénica para
un observador en reposo con respecto al elemento nucleénico en
S5

cuestion. Las ¥(2,7,) son generalizaciones para el caso dinédmico
general del campo creado por un elemento nucleénico que, en el

-> > > >
caso estitico es, p(ro)|r—r'|"1 exp [—x|r—r'|].

19. — La funcién de Green para campos cuasiestdlicos.

Comsideraremos ahora distribuciones nucleénicas tales que
en los desarrollos de Fourier de p(z) no haya frecuencias ma-
yores que cy. El campo creado por una tal distribucién puede
ser llamada un campo cuasiestético. Veremos que es posible dar
a la solucion correspondiente a un campo cuasiestitico una for-
ma que describa convenientemente el pasaje del caso dindmico
al estatico.

En el caso del campo cuasiestitico no hay diferencia ‘en-
tre los campos retardado, avanzado y ligado, de’ manera que
podemos representar la solucién de la ecuacién (35) por (),
sin usar sufijo. Hemos visto que

%
b@)= | Gy(e. ) p(e) (273)

i —>

Es conveniente reemplazar en (273) G (z,2’) por su desa-
rrollo de Fourier para obtener una férmula que muestre clara-
mente la transicién al caso estalico. :

(274)
1 Fp s
——— | exp[—iKy(zme—a'0)— V>—Ko2|r—r'|]dK,

2n{r—r'| =y

Gi:(x’ :E') 7

L

7.
I .
Y(z) = on J dK, J exp [—iKy(xy—a'y)—
K

—

Ty l:' 3 —r
= ]’lx2—1£’09:1'~1~’]]p(:v') _: f ; (275)
7

Podemos pues escribir




— 290 —

‘L —Lao
()= < JdKO J exp[ Ve—K,2 ]1—1 I] s
LT ~ i l
sl
| espl-ikiz—oolp@)dss  (276)

/

Cuando p(z’) no depende de ',

4o

ICXP [—iKo(wg—a'g) ] (') da'y= p(2') j exp [—iKo(zo—a'o)] da’y=

— 27 o(a') 5(Ky), N (217)
y obtenemos la solucién estitica de Yukawa

<o

i 3%’ o
Yeal@)=| explalr—rle() 5 (278)
41N |r—r’|
Resulta de (126) que
T (B
s L, sen Y (zo—a'g
Gis(w’ @z ) ¥ o J Icl( :E) 1170——117 i
AONKT B WL e A\ 1 sen[yfr,—z'—|r—1"’
(T —a';) O(Ty—a'5) O(T3—'5) dﬂ”‘; Lz ?, -L »l}]»

g
i j sen X(@y—'o) Jl(XV(‘TO“‘” )l andii)
T ' EO—(D 0 >

- V @oao—ir—r1)

La ecuacién (279) muestra que G (x,2’) no diverge sobre el
cono de luz de (z). Por lo tanto, las frecuencias isobaras no
dan origen a acciones con velocidad de propagacién igual a c.

-> > \

d(T—a,). (279)
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20. — Schrodinger (5) ha sefialado, que las formas (133)
y (134) de las soluciones retardadas de la ecuacién de Klein-
Gordon no indican con claridad la existencia de efectos de al-
cance y no muestran satisfacloriamente como ocurre la transi-
~cibn de un campo dindmico a uno estitico. Podemos obtener
una forma de la solucién que es conveniente para la discusion
de esta transicion, separando en la funcién de Green las contris
buciones de las frecuencias isobaras y no isobaras:

g e =) s
l|brel($) :[ Gi,(l‘, .’L") p(x') (IJ$' —{—j I‘,_el(x’ w!) p(.’E’) clix’. (280)
De donde
s AT
1 .
l‘bl‘e[(ﬂ?) = 5‘; j CIKO J exp [”_lKo(xo—l"o) Yol
—y el
j——— > > dx £ ' ’
=} Xe—“KO?lI‘—r’I ] p(:p!) —— J I m,(w’ xr) p(w ) da. (281)
|r—r'l —0

En forma similar obtenemos

i $x e
oo (@)= 5o J'(IKO J exp [—iKo(zs—x')) —
/ 7T
iy § 90
o
R AT B el : § ; . #
—Vx*—K2|r—r|]p(a’) e J Lo(z, @) p(2') dya'. (282)
[r—r|
| g

—0

En la transicion al caso estitico, los términos (281) y
(282) que contienen a I' tienden hacia cero, y aquellos que pro-
vienen de Gy, se transforman en la solucién de Yukawa (273).
Se ve que la transicion de un campo general a uno cuasiestatico
es en realidad mds interesante que la transicion de un campo
cuasiestatico a uno estético. La situacién no es exactamente igual
en el caso de log campos electromagnético y mesénico, porque
‘en un campo electromagnético avanzado o retardado los efec-




T

tos de radiacién desaparecen solo en el caso estatico, mientras que
ya desaparecen en los campos mesénico cuasiestdticos. La con-
sideraciéon de los efectos-de radiacion muestran que en lugar de
las descomposiciones (281) y (282), es fisicamente més interesante
tomar

—t<o

o
bru(e)= | Gufmw) o(e) d + [ D) (o) diot +

—_
1

i J D@a—a)p(@)d@ . (283)

L

tb“;,(ac) = j Gi(z, ) p(a') dyx’ j I(z, ") p(z') dyx’ —

—% =0

1o

i J D(o—a') p(a") dyd, (231)

—0

En las ecuaciones (283) y (284) la parte radiativa que pro-
viene de las frecuencias no isobaras, estd separado de las contri-
buciones no radiativas de estas frecuencias.

Pudimos obtener expresiones de las soluciones de la ecua-
cion de Klein-Gordon que muestran claramente la transicion a
los campos estaticos, pero no indican .convenientemente los efec-
tos de alcance porque estos efectos pueden ser debidos tanto a
frecuencias isobaras como a no isobaras, como hemos visto-en
la seccion 7.

21. — La funcidon de Green exterior.

Todas las funciones de Green que hemos considerado en
las secciones precedentes desaparecen en la parte exterior del
cono de luz del punto (z). Ahora examinaremos una funcion
de Green que desaparece en el interior del cono de luz ()

= 1 €xe
Grg(2,2) = G(w, @)+ J%(i

2 :6(82) +

4 X alxs).

i [1—sgn(s?)]. (285)
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Jy(xs) diverge para s=io; pero podemos obtener solu-

ciones de la ecuacion (35) por medio de Gyy(@,2’) cuando
p(a’) tiende hacia cero en el contorno del espacio, (de tal ma-
nera que '

\

lim [1—sgn(s?)] 11%(5_)_ o(z') =0, 1(286)

>
7> =
y la mtegral en (287) converge

1o

Bug(a) = | Giglo ) o) dy (287).

—0

Aplicaciones fisicas de este tipo de soluciones son descono-

cidas; sin embargo, son muy interesantes porque describen
en forma relativisticamente invariante acciones con velocidad de
propagacién mayor que c.

Es importante notar que

[biig () Tym0="= [b1i5() o (2883)

Por lo tanto, en el caso de campo de cuanto de masa cero
no existe la posibilidad de obtener acciones con velocidad de pro-
pagacion mayor que ¢ por medio de una funcién de Green
externa.

Podemos también conseguir una funcién de Green que
desaparece exponencialmente para s'=i» en la regién exte-
rior al cono de luz de (x).

GH(z, ') = G(x, z')+ D, (z—a’). ° (239)

GH(z,2') no se anula en el interior del cono de luz de ()
y tiene singularidades ordinarias sobre este cono de luz, que .
provienen del término D, (z—a’).

No parece ser posible obtener una funcién de Green de la
ecuacién de Klein-Gordon que tiende hacia cero exponencial-
mente para r’=o, en la parte exterior del cono de luz de (z),
se anula en el interior de este cono de luz y es relativisticamente
invariante. Todas las funciones de Green de la ecuacion de Klein-
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Gordon s6lo pueden diferiv de G(z,a") por. una solucion de la
ecuacién homogénea; conocemos solamente tres_soluciones rela-

’ J (s
tivisticamente distintas D()(z—a’), D) (x—a’) y _%X)—;

es muy probale que no haya ofras. Por medio de estas tres

soluciones evidentemente no es posible derivar de G(z,2’) una

funcién de Green que satisface a las condiciones que le hemos

. : J1(xs)

impuesto. Es importante hacer notar a este respecto que — ——
; S

0o es,una solucién de la ecuacion homogénea de Klein-Gordon
en todo el espacio cuatridimensional, ya que

i(C}+X3_ﬁ}gﬁl::__zixa(ﬁ). (290)

La ecuacién (290) es una consecuencia de la relacién

¢ Ni(xs 2 sl y
—_ 72 *l‘i_l:D1 iy [1—sgn(s2)] —1%—) (291)

que resulta de la expresion de D; en términos -de funciones
cilindricas y de

. J(xs .
@) | senlst) P —aen(er), (292)
que es evidentemente equivalente a la ecuacion (206)-

92, — Resulta de (290) que G (z. ")
G (s, ) b= 2T, (a2

es una funcion de Green ;
(295)

(O42) G (, a) = dm d(wp—a') Dy —a'y) d(Ty—'y) O(@5—'5).
Por lo tanto G()(z,a") y G®(z, )

0‘.1) > / :::6 .2 —_
Sl e
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G )(z, a') =d(s?) -+ é EI%Q (297)

son también funciones de Green. Estas funciones de Green son
notablemente mas simples que aquellas consideradas hasta aho-
ra, pero fienen singularidades ordinarias sobre el cono de luz

de (z) y son complejas.
} Nl(ﬂ

Es importante hacer notar que las funciones
5

H,((ys) . H,®)(xs)
s ) S
como s 2 sobre el cono de luz, tienen también discontinuidades
sobre el cono de luz provenientes de sus términos logaritmi-

, aparte de tener un término que diverge

7T
cos, porque el argumento de s salta de 0 a B cuando (')

atraviesa el cono de luz de (z). Los -términos logaritmicos
dan también origen a una divergencia, aparte de la disconti-
nuidad. Todas  las funciones de Green que hemos considerado
tienen singularidades andlogas a & y discontinuidades simples so-
bre el .cono de luz de (z), pero no todas tienen divergencias
ordinarias. Hemos visto en la seccién 2 que las discontinuidades
simples y las del tipo ® estin relacionadas, en el caso de las
funciones de Green G, G, y G,. Veremos ahora que algo
andlogo existe también en el caso de G QW y Q). Resulta
de (164) que :

7 it
Ql 4 :—l — N 298
Geh 2s ds No(xs) )
Qe e (1)(ys) (299)
RARNHC T BV :
, 1 ed ‘

() 2)(3 )= ——— [I (2 )¢ 30

G @)(x, ) og g5 Lo®)(xs) D)

G (z.2) esta relacionada con Gig(z.2') por la ecuacién

@ (z. #) =Gy @) + iDy(z—2). (301)
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. 23.— Acerca de la eleccién de la solucion. fundamental.

Los mateméticos consideran generalmente a V(z,2’) como
la solucién fundamental de la ecuacion de Klein-Gordon. He-
mos visto que esto estd justificado por una comparacién con la
ecuacién - eliptica (192). Sin embargo, la eleccion 'de V(z, ')
tiene algunos inconvenientes porque no es una solucién de la
ecuacion homogénea de Klein-Gordon. Obtenemos de (290)

(TH00) V() =25 (). (302)
Por lo tanto V(z,a’) no es enteramente la analoga de s2
para el caso de la ectiacion de Klein-Gordon. Parece preferible
elegir nDy(z,a’) como solucion fundamental, porque es una
solucién de la ecuaciébn homogénea de Klein-Gordon que se
convierte en s2 para y=0. Otra ventaja de esta eleccion es
que la funcién = D;(z—a’) es real en todo el espacio-tiempo,
otra propiedad de s=2 que no posee V(z,2’).
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Nora: En un trabajo reciente (Nature, June 1, 1946, pag. 734) el profesor
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profesor Gustafson utiliza la férmula (231) que es solamente un caso particular
de un resultado general dado en la pAg. 17 del trabajo de Riesz (referencia (7).
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