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SULL’' INTERAZIONE DEGLI ELETTRONI

Nota di MARIO ‘SCHONBERG

Sunto. = Paitendo dallidea di DIRAC, che Pinterazione tra gli elettromi ri-
sulta, dalPazione ¢ reazione tra questi e il campo elettromagnetico quan-
tizzato, si deduce la formola relativistica d’interazione, dovuta a MOLLER,
applicando 1l metodo di calcolo precovizzato da DIRAC.

B nota la possibilitd di ottenere la formola relativistica d’intera-
zione di MorurEr (), ¢oi metodi dell’elettrodinamica quantica (2).
Cid nonostante, ¢i sembra non inutile di ottenere questo importante
risultato nel modo pit. semplice:

Applicheremo il metodo di Dirac (%), adottato da Fock e Po-
DOLSKY () nella deduzione della legge di Couroms. Useremo le no-
tazioni simili a quelle di questo ultimo' lavoro.

Consideriamo il sistema di due elettlom e del campo elettro-
magnetico descritto. da’ potenziali @ e A

(1) (Dy —ik'djot,), = U

) ' (D, — h'3[oty)hs = 52724’2,

ove 1

3) D, = — ¢foe; < p; + Bme), * (=1, 2)
4 Vo=t <A (r;) — D7), : (=1, 2)

h
o ;

€, e €, sono le cariche delle due particelle;

o (ac Y, o, 0, @) e f; sono gli operatori.di DIRAC ;

7 8 il raggio vettore della particella s-esima.

Opereremo. nello spazio dei momenti, di modo che p; saranno

numeri. Paccmmo corrispondere alle ‘soluzioni ¢ delle (1) e (2)
delle soluzioni ¢, funzioni dei moment1 e delle variabili dello spin.
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2 M. SCHONBERG

Ponendo ¢, — ¢, —t passiamo dalle (1) e (2) all’equazione fon-
damentale :
®) (D, + D, — ih/0[ot)h = (e,V, + &, V).

Alla ¢ in (5) facciamo corrispondere una ¢, che supponiamo svi-
luppata in serie secondo le potenze delle cariche:
(6) P=1po + P+ Py + ...

B conveniente serivere (5) nello spazio dei momenti, rappresen-
tando i potenziali al secondo membro con degli integrali di FOURIER,
contenenti la variabile ausiliaria % ('). Applicando il metodo delle
approssimazioni sucecessive otteniamo:

) (D, + D, — Wofot)pu(Ps, Dz) =
3 - — R
= mfvl(k)cpn—l(pl —h'k, pye v dk —+

o b
—_—

% '2:::7f V4 Biguilp + WF D dF +

(
—io Bt >

3 ALt 8 TSR Y
o (ZT}h‘/‘Vzlk)(Pn—l(pu Dy — ke dk +

o T
— —_ —> dc k|t _—>

e —
o (Zn’)a/a f Vo k) pu—i(py, B + W Rl dk.

Per rappresentare gli stati iniziale e finale dei due elettroni in
assenza della radiazione, adoperiamo le soluzioni delle equazioni di
Dirac nel vuoto:

1 L whmAph - wor
(8) $o = 73 o f 870,
1 2
a{),)l a{),)l
1 2
(9) 0= a%},)g | ag,)Z
b i) @ 4
0,3 a0,
1 2
113,)4 aS,’4
(10) Wy = W,® + W,®,

ove lo spinore a, soddisfa le equazioni seguenti:
0 = 1 ==
(11) D%y = W,Pa,, D,’a, = Wy %ay,

e 8j0 rappresenta lo stato del campo in assenza dei fotoni; per bre-
vitd ometteremo 8g0.
D, e D,° sono gli Hamiltoniani di Dirae eon impulsi iniziali.

(*) Cfr. Fock e PoDOLSKY, loc. cit..
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La trasformata della ¢, & g,:
. Wo
¢

A S0 e AR i S g L0
— ~ ~ ’I
(12) Po = G3(p, — P,°J3(Dy — ps0)e .
Caleoliamo ¢ in prima approssimazione, ossia determiniamo ¢,.
Ci sara utile introdurre le seguenti notazioni abbreviate:
Uy =Dy — D> Uy =Py — D¢
e incominciare colla ricerca delle funzioni ¥(k)e ¥ *(k), definite dalle
seguenti equazioni:

(13) (D, + Dy — We || — Wyyik) =
1 e L e s e R TR
= @) e Vik)S(uy, — B k)d(u,)aqse i
—_——  — — —;i,(PVo+h/cTI_c|.)t
+ eoVy(k)D(u,)B(uy — ' k)age " ;
(14) (D, + D, — We k| — Wy +ik) =
= i(Wo—h'ciTcT)t
~ @R % &V, k0 + hTBugae " +

i

o A Y LB —-,T,(VVO—h'cTET)t
—+ e,V (ke)8(u, )2(uy + B’ k)aye

Si vede facilmente che:
(15) #1= [ L)+ X TN

Si verifica sostituendo (*) in (13), (14) e ricordando (10) e (11),
che % e %™ sono date dalle espressioni seguenti:

i —_—
= —_— — —_ — — 5 (Wo+hc|k|)t
(16) x= (_2—1]“_/—2 3 (Dy—NWe|l|—WP) 1,V (k)B(u, — k' k)B|u,y)ame : l <A
| - i(W +heelk)t
+ (Dy — We k| — Wy ®)e,V sl 8ty — B Kjage. ™ '
1 LT3 ( 1 LT el S = i‘,(VVo—h’cm)t
a7 y*r= (f)_n)a_/,‘,% (D —+R'clle|— W)=2e, V , H(k)3(u, k' k)S(u,)a,e &

o % _ N
+ (Dy+Ne|l| — W, ®)=2e,V H(E)3(u,)3(uy + 1 k)age %
" Possiamo serivere :
(Dy+ Dy — Wo B] — Wo) = (Dy — We k] — Wo®) + (Dy — )
quindi
(Dy+ Dy —We k| — Wo) Dy — We k| — W) ~'a2(py — Dy0) =
=ag2(Dz — 05") +(Dy—W'e [k] — W O)=4(Dy— W,®)ag2 (3 — D5®) = a2(I5 — D3Y)-
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Sostituendo le espressioni di % e ¥ in (15) e effettuando 1’inte-

grazione, immediata, grazie alla presenza dei fattori o si trova:

1 — BT NS e (Vo ol
(18) cpl:m (Dl—c[ul]—Wo ) EIVIW'S(HI)GOE st

— Uy — LWt e e
+ (D, —c|uy | — W)~ e, V, W 3(uy) e +

Al u, - —m —cjul])t
+ (D, + c|u, | — Wo(l))~15171+(‘— %})5{%,)%6

== i —
dg W\ — i (Wo—ciu)e
+ (D, +c|u, | — Wo"’))_ls,Vz'*”(-—— h—f)b(ux)aoe h

Per ottenere la seconda approssimazione occorre considerare la
equazione :

(19) (Dl s D2 st ih'a/at)% 2l
< e Rt S =
= (—2—1:)3—/2/‘171(]9):91(1)1—71 k, p.)e

—_—

—ic|k|t

s o> e K|t
(21)3/2 v, (k):Pl(pl"‘h k, p,)e dk +

—1c|k|t

T (75)7[ Vikiom, p,—h'Ee Ak +

—_— — — -—>w|k|t

S ('2_::)7/2[17:4-( )P1(P1, P2+ 'k drk.

Nello studio della (19) avremo bisogno delle regole di commuta-
zione dei potenziali per il easo particolare, in cui un fotone viene
emesso e poi assorbito (*):

A0 A, (1) o D) +(i") » 0,
A+ = cD*‘(%")A,(Tc) © 0,
(20) AI%AIM—*_(‘E’) zcz;’l 5(7;— 7‘7)5!:“ ’
o

O+, D{K') o (;ZLI 5k — ).

() Le regole di commutazione per le componenti di FOURIER lb(k (IH—(E>
Ay k) e Aﬁ(l.) sono simili a quelle degli operatori di transizione di un quanto,
nella seconda quantizzazione. Quindi, i prodotti ®+& e @D+ sono proporzio-
nali a n;+ 1 e ny, n;, essendo il numero di fotoni nello stato s Blsogna ricor-
dare ehe nello stato iniziale non e¢i sono fotoni, qum(h nL:O e <I>(k)fIH Ty e 0,
Per il potenziale vettore, dobbiamo prendere A+ ) 4,,(k)) &» 0 poichd nelle re-
gole di commutazione il segno & invertito.
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Sostituendo (18) in (19), tenendo conto delle (20) e indicando
con ' i termini che rappresentano 1’energia propria delle due par-
ticelle, otteniamo facilmente:

21) (D, + Dy, — ih'3]at)p, = C +
A0 B s e 2
g, i )' | Do i — W) (Do ] — )| 2> &

€,8, Ch? B\u +u,)(

) 2 ,mt
+dn on | }(Dz-CI“z|—Wo"’)+(D —c|ul|—W0<l))$ae 7

Per eliminare gli operatori inversi basta osservare che:
Dy + c|uy | — W) Dy —c| Uy |+ W®)=Dy*— (W@ —c|u,|)?
D, = (W, @),
guindi
D, —c|u,|+ W,®

22) (D, +c|uy| —W, D)1= 7 i’
(22) | z| ) (W, B — WD -clu,|) (W, + WP —cluy|)

Di conseguenza si ha:

(23) (Dy + Dy — h/3]0t)p, =
Gt ch? 5(u +u2) \ D,—CW;] + W, ®
~ 4n 2n | (WO —W,® + cfus))( Wy, P+ W, P — c[u))
+ thes _C_|:7_4:| sl —— o, <wae ’:;’Wot -+
(WO—W D+ cfu,)( W,V + WP —c|u,|)
g_e_.,@q_ulxu,) D,—c u,[+W‘”
4 2n [u‘] (W,@»— W‘”-——cm|(W‘”+W"’+c[u|)
D, —c|uy | +W,@ ] —%Wot

4 — P LAk
(Wl(l)_]Vo(l)-g-cIu,I) W, O+ WD+ ¢ uy|) ) ;

Dalle (23) si deduce (*) P’espressione dell’elemento di matrice
della transizione dello stato iniziale (p,° ».°) allo stato finale (Py; Ds)s
moltiplicando e dividendo 1’operatore applicato alla a,, per a,, ove a,

(1) Nelle transizioni considerate, abbiamo :
(D4 Dy — iWafot)es = oy — [, 23 U 37 23Vou(B3 72307 053

dove U & I’energia d’interazione. I’ integrazione si effettua subito:
%, i g ol il it 1 -"i—,mr
(Dy+ Dy —ih'p/ot)pg = kepy — (P4 Do | U | P,° Do°)ape
T

4 . TR A 5 4 .
I’operatore applicato a a,e h in (23) ¢ infatti 1’elemento della matrice U,
corrispondente alla transizione considerata.

5



6 M. SCHONBERG

¢ l’espressione coniugata e trasposta di a,, @, & lo spinore analogo
a a,, riferito allo stato finale, abbiamo quindi:

(24) alDl = qu)au 51Dz = Wzmau

inoltre & necessario osservare, che assieme alla conservazione dell im-
X

pulso, garantita dal fattore ¢ nella (23), deve risultar verificata
anche la conservazione dell’energia:

(25) Wl(l) s Wl(O) — Wz(O) X Wz(l).

Eseguendo le operazioni indicate e semplificando, si trova imme-
diatamente 1’espressione cercata dell’elemento di matrice:

(26) €,8, 1? O(u, +—12;) 1 —E: ><_oc’2
4 1 === W. O T M\2 PRI e
] (l—co—‘> —(—n)

Dall’espressione (26) si ricava ovviamente la formula di MOLLER.

Ringrazio il prof. WaraGHIN d’avermi suggerito 1’argomento e
aiutato nella ricerca della soluzione.

San Paulo, Instituto de Physica da Universidade.
Luglio 1936.



